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New classes of exact solutions of the SchrOdinger equation and potential-field 
description of spin systems 
0. B. Zaslavskii and V. V. Ul'yanov 
A. M. Gor'kiiKhar'kou State University 
(Submitted 14 March 1984) 
Zh. Eksp. Teor. Fiz. 87, 1724-1733 (November 1984) 
New classes of exact solutions of the steady-state, one-dimensional Schrodinger equation are 
found for fields corresponding to potential wells or periodic potentials. These solutions refer to 
the 2 s  + 1 lowest energy levels (S is an integer or half-integer which appears in the potentials) 
which correspond to the eigenvalues of the spin Hamiltonian describing an anisot~opic paramag- 
net of spin S in an external magnetic field. The potentials found are one- and two-parameter 
potentials (at a fixed value of S ). Their form and the structure of the energy spectrum vary 
substantially with the parameter values. In particular, a symmetric well and an asymmetric one 
with two minima are found, as is a well with a fourfold minimum. There are simple and exact 
analytic expressions for the wave functions and the energies in, for example, the single-parameter 
case with S = 0, 1/2, 1,3/2, and 2. The coordinate and spin systems are related because the 
coordinate Hamiltonian can be written as a combination of linear differential operators which 
satisfy commutation relations for the spin components. 
A description of the dynamic interaction which is wide- 
ly used in the theory of magnetism involves only the coordi- 
nate degrees of freedom in terms of spin variables. This de- 
scription is generally only approximate and involves 
physical assumptions of some sort: that an average can be 
taken over the orbital variables, that perturbation theory is 
applicable, etc. (a good example is the Heisenberg Hamilton- 
ianIT3). There are, on the other hand, cases of a spin-coordi- 
nate correspondence with a rigorous meaning, in which the 
coordinate Hamiltonian can be expressed directly in terms 
of differential operators which actually serve as effective- 
spin operators ($4 of this paper). 
It was shown in Ref. 4 that the energy spectrum of the 
spin Hamiltonian describing a paramagnet with an easy-axis 
anisotropy in an external magnetic field directed perpendic- 
ular to the easy axis reproduces the first 2 s  + 1 energy levels 
of a particle moving in a potential well of a certain type (S is 
the spin). In this case we are dealing with the inverse trans- 
formation-from a discrete spin space to coordinate space- 
and an extremely unusual example of the effective-field 
method5 (which proves useful here in a study of the low- 
temperature properties of a paramagnet with S) 1). For the 
coordinate system we therefore find a new class of exact so- 
lutions of the Schrodinger equation. Of particular interest 
are cases in which the spin is not very large, so that the char- 
acteristic equations in spin space have simple explicit solu- 
tions. There is a similar spin-coordinate correspondence for 
an anisotropic paramagnet in a magnetic field in an arbitrary 
direction. 
We proceed to a specific analysis of the exact solutions, 
which, as we will see, fall naturally into three classes. 
Q1. CLASS OF EXACT SOLUTIONS FOR SYMMETRIC 
POTENTIALS 
We consider the steady-state Schrodinger equation for 
a particle which is moving in a one-dimensional potential 
field: 
Yf'+[~-U(E) lY=O (1) 
(for simplicity, we use dimensionless energies and a dimen- 
sionless coordinate ), where the potential is constructed 
from hyperbolic functions and has two parameters (Band S ), 
Exact solutions of this equation cannot in general be 
found. However, let us assume that we have an integer or 
half-integer value ,920, and let us assume B > 0. Direct sub- 
stitution then shows that Eq. (1) has solutions of the form 
where the coefficients c, satisfy the system of finite-order 
linear equations 
and the energy levels are found from the corresponding char- 
acteristic equation. We can conclude from the oscillation 
theorem that such solutions correspond to only the first 
2S + 1 energy levels for Schrodinger equation (1). 
It can be seen that the problem of solving system (4) is 
equivalent to that of finding the eigenvalues of the dimen- 
sionless spin Hamiltonian H = - SZ - BS,, where the op- 
erators S, and S, represent the corresponding projections of 
the spin S, c, is the wave function in the S, representation, 
and B is proportional to the magnetic field.' (The questions 
of an algebraic nature which arise here are discussed in $4.) 
For each fixed integer or half-integer value of S, expres- 
sion (2) determines a family of potential fields which depend 
on the one parameter B; a variation of this parameter leads to 
an extremely important deformation of the potential profile. 
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If B > B0=2S + 1, the potential is a single well with a simple 
minimum; if B < B,, the potential becomes a well with two 
minima; and at B = B, we find a well with a fourfold mini- 
mum. 
We mentioned above that in problems of this case there 
are exact solutions for only a limited number of low-lying 
energy levels. If Sis not too large, the wave functions and the 
energies can be described by simple explicit expressions. 
These cases are of particular interest, since it is usually the 
low-lying states which are the subject of a purely quantum 
analysis (while good results on high-lying states can be found 
by a semiclassical approach). 
System of linear equations (4) can be split up into two 
simpler systems: The states which are of even parity in a 
separate from those of odd parity. For an integer spin and 
even states, for example, there are S + 1 instead of 2 s  + 1 
equations. We will discuss some examples of the simple, ex- 
plicit analytic expressions which can be found for the energy 
levels and wave functions of the stationary states. 
I fS  = 0 (a trivial case for a spin system, but in the coor- 
dinate picture the potential undergoes changes in shape 
which are also typical of other values of S ), the ground-state 
energy E, = 0 is independent of B, and 
In the case S = 1/2 the corresponding quantities are 
For S = 1 we find, combining states with the same parity, 
e,=-1; Y I ( 5 )  =AI exp -+oh 5 )  sh a ( 
(here and below, the upper sign corresponds to the index at 
the left). 
The case S = 3/2 is of particular interest since it corre- 
sponds to the maximum number of exact solutions for the 
energy which are simple, explicit expressions and which 
comprehensively convey the characteristic features of the 
energy spectrum. In this case we have 
If S = 2, simple results can be found for the odd-parity sta- 
tionary states, since the characteristic equation in this case is 
quadratic (cubic for the states of even partiy): 
The energy spectrum has some general properties which are 
not restricted to integer or half-integer values of S. The de- 
formation of the potential profile which we mentioned ear- 
lier is accompanied by a substantial change in the spectral 
structure. At B 2 B, the spectrum is a fan of levels which, in a 
first approximation, depend linearly on B, while at B = B, 
the spectrum is that of an oscillator with a pronounced (four- 
fold) nonlinearity. Curiously, although we know that there 
are no exact solutions for a potential U ({ ) = Pc 4, exact solu- 
tions can be found for the more complicated function B 
sinh4(c /2) (for the low-lying states). 
At small values of B the spectrum consists of a set of 
levels of spin origin (for integer of half-integer values of S) 
which move closer together in pairs and which correspond to 
two symmetrically positioned solitary (in the limit B = 0) 
Morse potential wells and "superspin" levels which form a 
quasicontinuous part of the spectrum and which become 
more closely spaced toward a zero energy. 
These changes in the shape of the potential and in the 
nature of the energy spectrum have such physical conse- 
quences for the corresponding spin system as the existence of 
a maximum in the low-temperature magnetic susceptibility 
as a function of the magnetic field.4 
52. CLASS OF ASYMMETRIC POTENTIALS 
The results derived in 91 are generalized to the case of 
potentials of the form 
which, in contrast with (2), are asymmetric and contain two 
varying parameters B > 0 and C >  0, at a fixed value ofS. The 
wave functions of the first 2 s  + 1 levels differ from (3)  by a 
factor of exp(C{ /2), and the quantities c, satisfy an equation 
similar to (4), differing only by an additional term aC in the 
coefficient of c,. 
In this case the potential profile differs substantially, 
depending on whether the point on the B,C plane corre- 
sponding to the system lies inside, outside, or on the astroid 
B * I 3  + C2I3 + = B i'3. In the first of these cases, the poten- 
tial is a well with two minima; in the second, it is a well with a 
single minimum; and in the third the maximum and the 
nearest minimum merge, forming an inflection point with a 
horizontal slope. The point C = 0, B = B, on the astroid 
corresponds to the critical field for the symmetric case. 
Interestingly, the deformation of the potential profile 
which we mentioned above is a typical example of the trans- 
formations which are analyzed in catastrophe theory, name- 
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ly a cusp catastrophe, the simplest realization of which is in a 
so-called Ziman's machine.' 
Potential (9) corresponds to the dimensionless spin Ha- 
miltonain H = - S :  - BS, - CS,, which describes an an- 
isotropic easy-axis paramagnet, where B and Care propor- 
tional to the transverse and longitudinal components of the 
magnetic field, respectively. This astroid equation is a quan- 
tum generalization of the equation which separates the re- 
gion of metastable stables for a paramagnet of this type in the 
classical case.8 
The even states do not separate from the odd states in 
the characteristic equation now, in contrast with (4), since 
the order of the equation is 2S + 1. We can give some simple 
exact solutions for the cases S = 0 [in which the potentials in 
(6) and (2) take a form associated with a supersymmetric 
quantum mechanics9] and S = 1/2. 
In the former case, the solution is 
B C 
eo=O; yo (E) = A ~  exp ( - - C ~ F + ~ E ) ,  
and in the latter it is 
B C ( chi+-E)(eu2- 2 B =Ao;, exp -- C=F (B2+P) "= e-E/2 
Among the special functions, the spheroidal Coulomb 
functions1° are the closest approximations of these solutions 
with C = 0. The case C # 0 gives us one generalization of this 
class of special functions. 
The energy spectrum has several extremely interesting 
properties, not found in the case of symmetric potential (2), 
which can be seen best in the limit B = 0. For example, there 
is the unusual behavior of the levels E, (C ) as a function of C. 
In the region C<2S, where the potential takes the form of 
two solitary Morse wells of different depths, the energy lev- 
els turn out to be doubly degenerate for certain integer values 
of C. As a result, we find a discontinuous behavior for all the 
levels E, (C) except the ground level, whose energy falls off 
monotonically with increasing C: E, = - S - CS. Since 
the points of discontinuity, &,(C), pertain to excited states, 
there are no discontinuities in the magnetization at low tem- 
peratures (in the case of an easy-plane spin Hamiltonian, in 
contrast, there are discontinuities," since the behavior of the 
ground level is discontinuous). 
If B #O the degeneracy is lifted, and the corresponding 
levels "repel each other." 
Typical of the behavior of the spectrum in strong 
"fields" is a linear dependence of the energy levels on the 
"intensity" (B2 + c2)l l2.  
We wish to emphasize the following distinctions 
between the classes of potential fields discussed above and 
the standard, exactly solvable quantum-mechanical mod- 
e l ~ . ' ~ , ' ~  In the first place, the latter are actually one-param- 
eter models and can be written in the form U(x) = U,J(x/a). 
As the parameter U, is varied there is a change in the "inten- 
sity" but not the shape of the potential. Examples of these 
models are the Eckart and Morse potentials 
-Uo/ch2 xla, Uo [exp (-2xla) -2 exp (-xla)] . 
The power-law models (the simple harmonic oscillator, the 
quaternary oscillator, and a linear potential), in contrast, 
contain essentially no parameter, since the Schrodinger 
equation in dimensionless variables is of the form 
'P" + (E-'grn)'P=O. 
On the other hand, the models of spin origin in which 
we are interested in the present paper are far richer in possi- 
bilities. The shape of the potential, for example, can change 
substantially even in the one-parameter case, i.e., with 
C = 0. The models with C #O, in contrast, which give rise to 
a two-parameter potential (for a given value ofS ), apparently 
have no analogs of any sort among simple models of poten- 
tial fields. Exact solutions for asymmetric double wells were 
found in Ref. 14, but the potential was expressed in a compli- 
cated way in terms of the confluent hypergeometric func- 
tion, although the spectrum is analogous to the energy levels 
of a simple harmonic oscillator. 
Second, in the case at hand the spectrum is completely 
discrete, and the potentials have no singularities. In this re- 
gard the symmetric potentials which have been found could 
be compared with only one of the standard, exactly solvable 
models: the simple harmonic oscillator. As we have already 
emphasized, however, the profile of the simple harmonic os- 
cillator is fixed, and the energy spectrum has an unambigu- 
ous structure. 
93. PERIODIC POTENTIALS WITH EXACT SOLUTIONS 
Up to this point we have studied the Schrodinger equa- 
tion for well potentials; the discrete spectrum has been found 
as a consequence of the decay of the wave function at infin- 
ity. It turns out that there also exists a class of periodic po- 
tentials which allow exact solutions and which have a direct 
relationship with a spin system. The corresponding Schro- 
dinger equation is 
This equation can be derived from (1) and (2) through the 
formal substitution g-tip. The wave functions for the ener- 
gies which belong to the spectrum of the corresponding spin 
system are 
(see $I), where the c, satisfy relations (4). These solutions 
obey periodic or antiperiodic  condition^,^ depending on S: 
Y (cpf 2n) = (-1) 2" (d. (1 1) 
The energies E of the spin system studied in $2 (an easy-axis 
paramagnet) differ only in sign from the corresponding 
eigenvalues of Eq. (10): E = - x .  In other words, they ap- 
pear in exactly the opposite order in the spectra. For S = 0, 
1/2, 1,3/2, and 2 the explicit expressions for the eigenvalues 
x and the wave functions 'P (p) are similar to those in $ 1, with 
changes in the index and the sign of the energy, and with the 
replacement of the hyperbolic functions by trigonometric 
functions. On the other hand, these eigenvalues agree in both 
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magnitude and sign with the spectrum of an easy-plane spin 
Hamiltonian H = SZ - BS, . 
By virtue of the symmetry of the potential we can trans- 
form from (1 1) to more-customary boundary conditions. For 
example, for odd states and integer spin we find the problem 
of the motion of a particle with O(q,(.rr in a potential well 
with the boundary conditions Y (0) = Y (P) = 0 (an analo- 
gous procedure can be followed in the other cases). This re- 
formulation of the boundary conditions allows us to classify 
the energy levels on the basis of an oscillation theorem, from 
which it follows that the form of the wave function implies 
that the spin system corresponds to the first 2S + 1 values of 
X .  
The solutions found here can be interpreted quite sim- 
ply in terms of an energy-band diagram: They correspond to 
quasimomentum values k = 0 in the case of an integer spin 
and k = 1/2 in the case of a semi-integer spin; in the re- 
duced-band diagram, the "energies" correspond to the alter- 
nating bottom and top of different bands. For B = 0 we find 
the usual problem of a free plane rotator for integer S or a 
rotator with antiperiodic boundary conditions for semi-in- 
teger S. 
The spectrum of Schrodinger equation (1) contains an 
infinite number of levels; the energies E which are not perti- 
nent to the spin system lie above eZS. The spectrum of Eq. 
(10) with these boundary conditions also contains an infinite 
number of energy levels, but in the opposite order because of 
the relation E = - X .  The ground-state energy (E,) of the 
spin system (for an easy-axis paramagnet) corresponds to 
x,, and the "extra" energies lie below E,. The 2 s  + 1 levels 
which are the intersection of the two sets correspond to the 
spin system. 
An equation with a complex periodic potential corre- 
sponds to a system with an oblique field (C #0), and the con- 
dition 
Y ((pS2n) =exp [ i  (C/2-S) 2n] Y (9) 
singles out real values of the energy in the band solution. 
With S = 0 and S = 1/2 we find particularly simple exact 
solutions, similar to those in $2. 
4. ALGEBRAIC STRUCTURE OF THESE HAMILTONIANS 
The exact solutions of the Schrodinger equation for the 
potentials considered here have been found on the basis of 
the correspondence between the coordinate and spin sys- 
tems. Up to this point, this correspondence has been used 
only in terms of the correspondence between spectra; the 
energy levels of the spin system have been embedded in a 
semi-infinite set of levels of the coordinate system. It is also 
interesting to determine the algebraic meaning of this corre- 
spondence between spaces of quite different natures, one fin- 
ite-dimensional and the other infinite-dimensional. As we 
will now see, this correspondence exists because the coordi- 
nate Hamiltonian is a combination of differential operators 
which satisfy commutation relations for the spin compo- 
nents. 
A direct check shows that the Hamiltonian of the 
Schrodinger equation with potential (2) can be written in the 
form 
where 
and where 
[S,, S,] ==tS,, [S,, 9-1 =2S, and S2=S(Sf 1 ) .  
The set of functions of the type in (3) which decay at infinity 
forms a subspace which is invariant under the action of oper- 
ators (12). There is a similar situation when a "longitudinal 
field" is present (C #O). 
The operators in (12), which look slightly unusual, can 
be found (within a similarity transformation) from the ex- 
presison for the generators of the spinor representation of 
the rotation group,15 
through the substitutionz = expc. It can be shown that Eqs. 
(12) and (13) correspond to the representation of coherent 
spin states,16 for which the use of these differential operators 
in the corresponding spin subspace is equivalent to the use of 
ordinary finite-dimensional spin matrices. The wave func- 
tions in (3), on the other hand, are (within a weight factor) the 
eigenvectors of the spin Hamiltonian in the representation of 
coherent spin states. 
If we choose z = exp(iq, ) (where q, is real) in (13), i.e., if 
we choose z to vary along a circle of unit radius, we arrive at 
periodic potentials (10). Accordingly, from a single picture 
with a complex z, both a potential well and a periodic poten- 
tial emergy as two different, topologically nonequivalent 
cases. We recall that for each of these cases there is a semi- 
infinite set of discrete levels, and the intersection of these sets 
gives us the energy spectrum of the spin system describing an 
easy-axis paramagnet. 
From the algebraic standpoint, the cases we have con- 
sidered here differ from the known exactly solvable models 
in two regards. First, the role of the algebra on whose basis 
the spectrum is found is played by a Lie algebra on whose 
basis the spectrum is found is played by a Lie algebra corre- 
sponding to the compact group SU(2) [while for most of the 
known exactly solvable models, it is the Lie algebra of the 
noncompact group SU(1,l) which "generates the spec- 
trum""]. Second, the Hamiltonian itself does not enter this 
algebra because of the term which is quadratic in the opera- 
tors, and the possibility of finding the exact energies stems 
from the finite dimensionality of the corresponding invar- 
iant subspace. The set of generators relates in a single irredu- 
cible representation only those states which correspond to 
this spin subspace. 
If a potential differs only slightly from those considered 
here, a perturbation theory can be constructed from these 
results, even though there will generally be no invariant, fin- 
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ite-dimensional subspace, and it will not be possible to find 
exact solutions. Although exact solutions of the unperturbed 
problem are known for only the first 2s + 1 stationary states, 
the appropriate corrections will produce a perturbation the- 
ory (see ref. 18, for example) in which it is sufficient to have 
information on only the particular level of the unperturbed 
system which is under consideration. 
Up to this point in our study of the correspondence 
between the spin and coordinate systems we have used a 
representation in which S, is diagonal, i.e., the quadratic 
term in the spin Hamiltonian. By working from the same 
spin system, but transforming to a representation in which 
S, or S, is diagonal, we can find other, less graphic differen- 
tial equations. 
CONCLUSION 
Exact solutions of the Schrodinger equation are known 
for only an extremely few problems, so that finding new ex- 
actly solvable cases is of fundamental interest in its own 
right. Furthermore, the illustrative potential found here 
have several important and extremely unusual problems 
which distinguish them from other known exactly solvable 
models. 
1) For all three classes, the shape of the potential can 
vary substantially with the parameter values. A particularly 
interesting result is that double wells-symmetric and asym- 
metric-and a well with a fourfold minimum can be found. 
2) Furthermore, there is a direct relationship between 
problems involving motion in potential-well fields and in 
fields with periodic potentials. The fourfold minimum in the 
6 representation corresponds to a fourth maximum in the p 
representation. We wish to emphasize that among all of the 
previously known periodic fields there are apparently none 
with an exact analytic expresison for the energy levels except 
the trivial case of a free rotator (e.q., there is no explicit 
expression for the energies in the Kronig-Penney model). 
3) The classes of potential fields found here have a spe- 
cific physical meaning, describing the behavior of an aniso- 
tropic paramagnet in an external magnetic field. A similar 
pseudospin Hamiltonian arises in one of the models of inter- 
acting fermions19 which is used in nuclear physics. It is par- 
ticularly interesting to note that in this manner we find cases 
in which potentials with a fourth minimum and a fourth 
maximum have direct applications. 
4) In these problems there is definite interest in not only 
the exact solutions themselves but also in the algebraic na- 
ture of the Hamiltonians and in the particular method (cor- 
responding to this algebraic nature) which is used to seek 
these solutions with the apparatus of generalized coherent 
states. 
Another point which deserves attention is the very 
method used to study spin systems with the help of effective 
potential fields. 
The results derived here may also prove useful in a va- 
riety of physical situations in which the problem reduces to 
studying the motion of a particle in potential fields similar to 
those discussed here, especially if the field profile is a double 
potential well. This comment applies not only to the example 
mentioned above4 but also to use of effective potentials in the 
quantum theory of molecular vibrations (in, say, a descrip- 
tion of the inversion splitting in ammonia2'), in the theory of 
metals (in a study of self-intersecting trajectories and nearby 
trajectories in phase space for an arbitrary dispersion law in 
a magnetic field21), in field theory, where the anharmonic 
oscillator is a simple model casez2 (in particular, in the study 
of systems with spontaneous symmetry breaking), etc. (see 
Refs. 23 and 24, for example). 
Finally, the exact solutions can be used to test the effec- 
tiveness of various analytic approximations and numerical 
methods for studying the Schrodinger equation. 
We wish to emphasize that the restriction to low-lying 
states for these elasses of potential fields with exact solutions 
is completely justified by the rich set of properties of these 
solutions. 
These is the question of whether the results and meth- 
ods of this study can be generalized, in particular, to multidi- 
mensional cases by using Lie algebras corresponding to com- 
pact groups more complex than SU (2). 
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ЭФФЕКТИВНЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 
ДЛЯ СПИНОВЫХ СИСТЕМ И НОВЫЕ ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 
ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА 
ДЛЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ЗОН 
Заславский О. Б., Ульянов В. В. 
С помощью техники, развитой в предыдущей работе авторов и ис­
пользующей представление обобщенных когерентных состояний, най­
дены новые эффективные периодические потенциальные поля, строго 
описывающие стационарные состояния (псевдо) спиновых систем типа 
двухосного парамагнетика в магнитном поле. Потенциалы существенно 
изменяются в зависимости от нескольких параметров, их профили изо­
билуют особыми формами типа двойной ямы, другорбого барьера, чет­
верных минимумов и максимумов, а в зонах происходят интересные 
структурные превращения (конечнозонность, спаривание зон и т. п.). 
Показано, что спиновой системе отвечают (анти) периодические реше­
ния с крайними энергетическими уровнями в 2£+1 низших зонах (S — 
спин). На основе установленного спин-координатного соответствия об­
наружены новые классы точных решений уравнения Шредингера для 
энергетических зон с простыми явными выражениями для уровней энер­
гии и волновых функций при 5=0 , 7г, 1, 3/2, 2, 5/2, 3, 7/2, 4, 9/2, 5. Потен­
циалы выражаются через эллиптические функции и содержат как раз­
личные частные случаи конечнозонный потенциал Ламе - Айнса, потен­
циалы Эккарта и Морса. Эффективные потенциалы построены также для 
гамильтонианов группы SU (1,1). 
ВВЕДЕНИЕ 
В последнее время существенно возрос интерес к точным решениям 
уравнения Шредингера. С одной стороны, это связано с запросами вычис­
лительной физики, где они служат тестовыми примерами. С другой,— 
с бурным развитием теоретико-групповых и алгебраических методов ис­
следования. Сюда можно отнести, например, метод суперсимметрии [1], 
применение преобразования Дарбу [2] и метода факторизации [3], метод 
конечнозонных потенциалов [4]. В серии работ [5—8] динамическая сим­
метрия ряда потенциалов изучалась с использованием аппарата углового 
момента. В результате удалось как более глубоко понять алгебраическую 
природу известных точно решаемых моделей [9—11], так и обнаружить 
новые (см. также [12, 13], где новые точные решения были найдены тра­
диционным образом). 
Излагаемый подход является еще одним новым методом отыскания 
точных решений. Он состоит в рассмотрении гамильтонианов, являющихся 
функциями генераторов соответствующей группы Ли, и использовании 
представления обобщенных когерентных состояний [14]. При этом га­
мильтониан становится дифференциальным оператором, в частности one-
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ратором Шредингера с эффективным потенциалом. Характерной особен­
ностью метода является то, что он имеет прямой физический смысл, по­
скольку лежащие в его основе вспомогательные математические конструк­
ции — групповые гамильтонианы — сами по себе описывают разнообразные 
физические системы — парамагнетики, псевдоспиновые системы типа мо­
дели взаимодействующих фермионов Липкина — Мешкова — Глика [15] 
и т.д. 
Ранее нами был рассмотрен случай [16] спинового гамильтониана, от­
вечающего одноосному парамагнетику. В настоящей работе исследована 
ситуация, соответствующая одночастичной спиновой системе с гамильто­
нианом самого общего квадратично-линейного вида, описывающим (если 
говорить о приложениях к магнетизму) двухосный парамагнетик во внеш­
нем магнитном поле. Такое обобщение осуществляется для спинового га­
мильтониана непосредственно, однако в координатной картине оно при­
водит к качественно новым результатам. 
Все эффективные потенциалы оказываются периодическими, так что 
точные решения являются зонными. Это особенно интересно в связи с тем
у 
что хотя задача о квантовомеханическом движении частицы в одномерном 
периодическом потенциальном поле часто встречается в различных разде­
лах физики твердого тела, теории колебаний молекул, теории солитонов 
и т. д., точные решения (модель Кронига — Пенни, дираковская гребенка 
[10], конечнозонные потенциалы [4]) являются здесь редкостью, а моде­
ли с простыми явными выражениями для характеристик энергетических 
зон найдены совсем недавно [4, 12, 16]. 
По сравнению с потенциалами, отвечающими одноосной анизотропии, 
удалось найти существенно больше случаев с простыми явными реше­
ниями. Кроме того, новые потенциалы еще разнообразнее по форме в за­
висимости от значений входящих в них параметров. Так, они могут иметь 
одновременно четверной минимум и четверной максимум. 
В энергетическом спектре при изменении параметров потенциалов про­
исходит много интересных структурных превращений — спаривание зон, 
возникновение новых «спиновых» зон, увеличение числа точных решений. 
Обнаруженные потенциалы выражаются через эллиптические функции. 
Из них за счет различных предельных переходов могут быть получены 
конечнозонный потенциал Ламе, который играет важную роль в теории 
солитонов [4], и целый ряд других известных ранее точно решаемых мо­
делей (в том числе и не периодических, включая как локализованные, так 
и растущие на бесконечности потенциалы), уже нашедших широкие при­
менения. Сюда можно отнести потенциалы Морса, Эккарта (причем не­
симметричный), Пешля — Теллера и спиновый потенциал одноосного па­
рамагнетика. В этом смысле обнаруженные потенциалы являются их обоб­
щениями, объединяющими в единую картину эти столь различные, ка­
залось бы, случаи; отвечающие им волновые функции можно рассматри­
вать как обобщения соответствующих спецфункций. 
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1. ПОТЕНЦИАЛЫ ДЛЯ ДВУХОСНЫХ ПАРАМАГНЕТИКОВ В ПОПЕРЕЧНОМ 
МАГНИТНОМ ПОЛЕ НА ОСНОВЕ СПИНОВЫХ КОГЕРЕНТНЫХ 
СОСТОЯНИЙ 
Гамильтониан спиновой системы, которая описывает двухосный пара­
магнетик в магнитном поле В, перпендикулярном осям анизотропии, мо­
жет быть записан в безразмерных величинах следующим образом: 
{1) H=aSz2-$Sy2+BSx, 
где Si — оператор i-я проекции спина S (i=x, z/, z), а аХ) и р^О —кон­
станты анизотропии. Легко видеть, что квадратичная часть гамильтониана 
соответствует наиболее общему виду спиновой квадратичной формы. Ре­
шение задачи на собственные значения такого гамильтониана 
(2) Я|г|)>=е|г|)> 
приводит к дифференциальному уравнению второго порядка типа уравне­
ния Шредингера с эффективным потенциалом, если (следуя [16]) перей­
ти к представлению спиновых когерентных состояний. 
Ограничимся окружностью единичного радиуса в плоскости комплекс­
ной переменной £, параметризующей (ненормированное) спиновое коге­
рентное состояние [14, 17], т.е. положим £ = Л Тогда спиновые операто­
ры сводятся к дифференциальным (ср. с [18]): 
(3) Sx = S cos ф — sin ф —-, Sy = S sin ф + cos ф — , 
аф аф 
d 
Sz = — i —, 
аф 
a соответствующие волновые функции имеют вид 
<4). Ф(Ф)=2 
~ 1 {S-o)\{S+a)\ 
где с
а
 — обычная спиновая функция ^-представления. 
После подстановки выражений (3) в оператор (1) и несложных пре­
образований уравнение (2) приобретает вид 
(5) (а+р cos2 ф) - — + [В sin
 Ф
 + р( S - — ) sin 2
Ф
] 
+ (e-BS cos ф+р252 sin2 ф+pS cos2 <p) Ф=0. 
Стремясь убрать первую производную и одновременно сделать постоян­
ным коэффициент при второй производной, делаем замену переменных 
(6) -ф=Ф(ф) (a+j}cos^)- s / 2exp — arctgf у—созф ) , 
L
 2Уоф v a J 
(7) . -У^+p-J ^ = FL У-U, 
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где F(q>, k) —эллиптический интеграл первого рода с модулем k. При этом 
уравнение (5) приводится к нормальному виду 
(8) (а+Р)-0 + [е-*7(
Ж
)Н=О. 
Таким образом, приходим к стандартному уравнению Шредингера для 
волновой функции г|) в координатном представлении х, описывающему дви­
жение квазичастицы с квадратичным законом дисперсии (обратная эффек­
тивная масса m~
i
=2(a+$)) в эффективном потенциальном поле 
[ 5 2 / 4 - a ^ ( 5 + l ) ] s n 2 ^ + ( a + ^ ) 5 ( 5 + V 2 ) c n ^ (9) U(x) = — — , 
a+p en £ 
построенном из эллиптических функций Якоби [19]: эллиптического си­
нуса sn#=sin(p и эллиптического косинуса cn#=cos(p. Потенциал явля­
ется четной периодической функцией х с периодом 4йГ, где K=K(k) — 
полный эллиптический интеграл первого рода. 
Следует заметить, что уравнение (8) с потенциалом (9) является обоб­
щением уравнения Ламе. Это можно увидеть, вводя в уравнение вместо 
а и ^ модуль эллиптических функций. Будем, однако, употреблять пока 
запись (8), (9), которая более удобна с точки зрения приложений, т. к. па­
раметры а и р имеют непосредственный физический смысл. Обсуждение 
предельных переходов к уже известным точно решаемым моделям содер­
жится в разделе 4. 
Спиновым состояниям отвечают решения уравнения (8) вида (6), 
удовлетворяющие на основании (6), (7) условиям 
(10) г|)(а:+4^) = (-1)25г|)(^). 
Поскольку волновые функции (6) имеют согласно (4) не более 2S узлов, 
на основании осцилляционной теоремы для уравнений с периодическим 
потенциалом [20] можно заключить, что спиновые состояния отвечают 
номерам n^2S. Так как группа симметрии спинового гамильтониана абе-
лева (особый случай В=0 будет рассмотрен в разделе 3) и вырождения 
нет, то все уровни энергии спиновой системы являются 2S+1 низшими 
уровнями энергии (анти) периодических состояний уравнения Шрединге-
ра (8). 
Полученные решения допускают простую интерпретацию на языке зон­
ной картины (ср. с [16]); они отвечают нулевому квазиимпульсу в случае 
целого S и п/АК в случае полуцелого и отвечают чередующимся дну и 
потолку энергетических зон. Согласно общей теории [20] периодические 
решения описываются волновыми функциями с числом нулей 0, 2, 2, 4, 
4 , . . . , а антипериодические — с 1, 1, 3, 3 , . . . . 
2. СВОЙСТВА ЭФФЕКТИВНОГО ПОТЕНЦИАЛА И ПРОСТЫЕ ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 
При заданном S потенциал (9) является, по существу, двупараметри-
ческим, зависящим от В/а и [}/а, тогда как потенциал, отвечающий одно­
осному парамагнетику [16] в поперечном поле, был однопараметрическим. 
Причем наряду с явной зависимостью от [}/а имеется и неявная — через 
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TO WV 
в б 
Рис. 1 Рис. 2 
модуль эллиптического интеграла А:=У^/(а+Р). Это приводит к большому 
разнообразию форм потенциала в зависимости от соотношения между В 
и характерными критическими значениями магнитного поля /?1>2= 
=У5(5+1) (а+^)2+(а-р)2/4+(5 ,+1/2) | а - р | , а также между а и р. С ро­
стом магнитного поля происходит переход от двойного минимума к просто­
му через четверной; изменение же структуры максимума эффективного 
потенциала происходит в противоположном порядке — см. рис. 1а (а<р, 
B=Bi), рис. 16 (В=В0) и рис. 1в (В=В2). Особенно интересно, что в слу­
чае а=р потенциал может иметь одновременно четверной максимум и чет­
верной минимум при B0=2a,yS(S+l) (рис. 2а). 
По отношению к уравнению Шредингера с потенциалом (9) спиновые 
решения можно считать точными (см. [16]). Для значений 5'=0, 1/2, 1, 
л/2, 2 получаются простые явные формулы для уровней энергии и волно­
вых функций спиновых состояний, а тем самым и соответствующих соб­
ственных значений и волновых функций уравнения (8). 
Переходя к перечислению простых точных решений, условимся приво­
дить для волновых функций (6) только множитель Ф(ф). В случае S=0 
(который является тривиальным для спиновой системы, но потенциал при 
этом претерпевает изменения формы, характерные и для других S) е0=0, 
Ф0—1. Таким образом, дно нулевой зоны периодического потенциала с S= 
=0 остается фиксированным при всех деформациях потенциала. 
При S=i/2 уровни энергии двух точных решений е0; i= (ос—(})/4+2?/2 
окаймляют первую щель между зонами, величина которой равна В. Соот­
ветствующие волновые функции определяются составляющими 
Ф Ф 
O0 = sin — , Oi = cos — . 
Для 5 = 1 
O0;2 = cos(p+———, 8i=a—[J, Oi = sinq). 
В 
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Любопытно, что энергия первого возбужденного состояния не зависит от В. 
В общем случае наибольшее число простых явных решений (при произ­
вольных значениях параметров потенциалов) получается для S=3/2: 
е0;2 = _ | ( а - Р ) - 4 - - У ( 5 + - ^ ) 2 + ^ ( а + р ) 2 , 
• Зф^, 2 / 9 а , Зр\ .' Ф 
eM=4(«-P)+4Ti/(s-^)2+T(a^)2' 
Зф ,, 2 / 9а З Н ф 
При 5=2 в общем случае (о других возможностях см. ниже) простые 
точные решения получаются для первого и третьего возбужденных состоя­
ний: 
,i3 = JL(a-^}/B> + -L(an)\ 
Oi., = sin2«p -f—- (а+р)±1/Я 2 + — (a+p)4sinq>. 
В
 L
 2 ' - 4 J 
Рассмотрим теперь особую область значений параметров, отвечающую 
повышению симметрии в системе. При этом энергетический спектр и форг 
ма потенциала обладают рядом интересных свойств, а с другой стороны, 
существенно возрастает число простых явных решений. 
3. СВОЙСТВА СИММЕТРИИ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 
В общем случае группа симметрии гамильтониана (1) включает (по­
мимо единичного элемента) поворот на угол л; вокруг оси Sx и является 
абелевой, так что спиновые уровни энергии не вырождены. Изменение 
знака магнитного поля В в гамильтониане (1) приводит к эквивалентному 
гамильтониану, имеющему тот же энергетический спектр. В координатном 
описании этому преобразованию отвечает сдвиг начала координат на пол­
периода 2К. Аналогично этому замена а+-*$ в гамильтониане (1) приво­
дит с учетом отмеченного выше свойства к эквивалентному гамильтониану 
противоположного знака, так что спиновый спектр при такой замене ин­
вертирует относительно нулевого значения. 
Если а=Р, то уровни энергии входят в спектр парами (е и — е). В част­
ности, в случае целого спина при любом В есть уровень е=0. Так, для £ = 
= 2 и четных состояний (нечетные были найдены в разделе 2) имеем (для 
простоты до конца раздела считаем а=[}=1): 
8В , 3(е-2) 
=+2У£2+3, Ф0;4 = cos 2ф + —— cos <p 
е+6 Y 8+6 
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8 2 = 0 , Ф2 = COS 2ф — COS ф—1. 
В 
Если 5=3, то 
s0;2 = — е6;4 = — VbB2 + 33 + 4 У В* + 6В2 + 54 , 
е1;5=+2У52+15, 8з=0. 
Выражения для волновых функций при S^3 мы не приводим из-за их 
громоздкости. 
Для 6=4 ненулевые уровни записываем компактно в форме 
8четн = + j / l 0 £ 2 + 118 + 6 УВ*—6В2 + 225, 
8неч = + У ЪВ
2
 + 113 + 4 ] / > + 38£2 + 550. 
Если 5=5, аналогичный результат для нечетных состояний следующий: 
8 = + у Ш2 + 318 + У&В* + 38£2 + 1225 . 
Пусть теперь 5 = 0 . В этом предельном случае появляется новый элемент 
симметрии: гамильтониан (1) при любых а и р становится инвариантным 
относительно поворотов на угол я не только вокруг оси Sx, но и Sy (Sz). 
Если спин полуцелый, то такие преобразования антикоммутируют друге 
другом, что означает вырождение уровней энергии (в случае целого спи­
на группа симметрии остается абелевой и вырождение не возникает). 
В результате для а=р и В=0 удается найти явные выражения для ха­
рактеристик состояний еще более высоких значений S: 
S=5 /2 , 8 o ; i = - e 4 ; 5 = - 2 f 7 , 82 ; 3=0, 
S = 7/2. 80;1 = - 86;7 = - К б З + 12 У 21", 
е2;з = - в4;б = - / б З - 12 |А2Т, 
S = 9/2> %д = - е8;9 = - ] Л 9 8 + 6 / 5 6 1 , 
8 , 3 = — 86;7 = — K l 9 8 — 6 / 5 6 1 , 84;5 = 0. 
Формулу для Ф(ф) приведем в простейшем случае S—5/2 для основного 
состояния: O0 = s i n ^ - ~ ( l l + 4 V 7 ) s i n ^ - 2 ( 5 + 2 T 7 ) s i n ^ - . 
U О U Li 
Говоря о свойствах симметрии потенциала U(x), укажем, что при 5 = 0 
происходит уменьшение периода потенциала вдвое и соответственно уд­
ваивается период в пространстве квазиимпульсов. В результате происхо­
дит попарное слияние зон с исчезновением всех нечетных щелей. При этом 
для целых S спиновые уровни энергии соответствуют краям всех слив­
шихся зон. К тому же система обладает в этом случае интересным свойст­
вом конечнозонности (см. раздел 4). Если же S — полуцелое, то уровни 
энергии, отвечающие значениям квазиимпульса я/4йГ и окаймляющие не-
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четные щели, оказываются вырожденными (независимо от того, являются 
они спиновыми или нет). 
Наоборот, при В¥=0 период удваивается, возникает сверхрешеточный 
эффект расщепления зон. Такие превращения зон можно назвать «маг­
нитными» структурными переходами. 
С помощью численных методов (точные решения при этом служили 
тестовыми примерами) установлены также следующие особенности над-
спиновых зон. Если параметр S изменяется непрерывным образом, то при 
каждом целом значении S исчезают четные надспиновые щели, а при 
каждом полуцелом S — нечетные. Это спаривание зон сопровождается об­
меном четностью между уровнями энергии, которые обрамляют захлопы­
вающиеся щели, а также превращением очередной надспиновой зоны в 
спиновую и появлением точных решений. Таким образом, мы имеем дело 
с периодическими «спиновыми» структурными переходами. В отличие от 
«магнитных» они не вызваны какой-либо явной симметрией потенциала 
и касаются только надспиновых зон. Представляют интерес строгое ма­
тематическое доказательство и выявление соответствующей скрытой сим­
метрии. Можно сказать, что в случае целых S спаривание зон является 
следствием конечнозонности: при В=£0 вследствие сверхрешеточного эф­
фекта все нечетные щели раскрываются, но четные надспиновые щели 
остаются закрытыми. При полуцелых S сверхрешеточный эффект прояв­
ляется только в спиновых зонах, а надспиновые зоны остаются спарен­
ными. 
Заметим, что наряду с двумя критическими значениями параметра Bl} 2 
(см. раздел 2) существует еще одно характерное промежуточное значение 
B0=2Va$S(S+l), при котором потенциал становится антипериодическим: 
U(x+2K)=—U(x). Возникает полная симметрия барьера и ямы (если а= 
=Р, то происходит слияние всех трех опорных точек В). 
4. КОНЕЧНОЗОННЫЙ И ДРУГИЕ ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПОТЕНЦИАЛОВ. 
АНАЛОГИ НА ОСНОВЕ SU (1,1) 
Одним из интересных свойств обнаруженных в настоящей работе по­
тенциалов является то, что они содержат как предельные случаи ряд из­
вестных широко используемых в физических приложениях точно решае­
мых моделей, являясь их обобщением. Для удобства разделим уравнение 
(8) на а+р, а в потенциале V=U/(a+$) коэффициенты выразим через мо­
дули эллиптических функций k и kr=11—k2. Тогда 
<"> '-[£-"'*<*«>]£7+-('+f)£7-
|х=Д/(а+р). 
Соответствующий спиновый гамильтониан H=k'2Sz2—k2Sy2+\iSx. 
Мы ограничимся рассмотрением трансформаций потенциала и спектра^ 
опуская для краткости вопрос о поведении волновых функций. 
Из свойств эллиптических функций [19] вытекает, что при k=0 по­
тенциал переходит в F=(JLI2/4) sin2 х+\х(8+Ч2) cos я, а при &=1 (и р.-+ 
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-+ —\i) — в F=(^2/4)sh2^—u.(5+72)ch;r, т.е. потенциалы, рассматривав­
шиеся в [16, 12]. 
Сделаем теперь замену переменной согласно х=и—К и произведем пе­
ренормировку магнитного поля B=b(a+$)k'. Тогда потенциал (11) ста­
новится равным 
(12) V=[b2/4-k2S(S+l) ]cn2 u+b(S+42)sn иdn и, 
a H=k'2Sz2-k2Sy2+bk'Sx. 
Эта форма записи удобна тем, что из нее непосредственно получается 
уравнение Ламе при нулевом магнитном поле (6=0). Если 5 — целое, по­
тенциал Ламе обладает важным свойством конечнозонности [4, 21]: оста­
ется только 5 спиновых щелей, а более высокие щели исчезают вообще. 
Такой потенциал отвечает некоторому частному случаю периодических ре­
шений уравнения Кортевега — де Фриза. Например, 5 = 1 соответствует 
однолакунный потенциал Ламе, не меняющий своего вида при эволюции 
(аналог односолитонного решения) [13]. 
Если &=0, из (12) вновь получается (при произвольном Ъ) периодиче­
ский потенциал F=(62/4)cos2 H+6(5+72)sin и. Если же k=l, то прихо­
дим к обобщенному потенциалу Эккарта [ 1 ] 
674-5(5+1) b(S+72)shtt 
ch2 и ch2 и 
При этом H=—Sy2, а дискретные уровни энергии еп"=— (5—п)2 (тгюах= 
=5—1 для целого 5 и rcmax=5—1/2 для полуцелого). 
Всюду выше х считалось вещественным. Замена же х=щ приводит к 
потенциалу, аналогичному (11), с той лишь разницей, что модули &, kr 
переходят друг в друга. Знак и нумерация спиновых уровней энергии за­
меняются на обратные (см. раздел 3). 
Рассмотренные потенциалы были связаны с представлениями SU(2)-
алгебры. Аналогичным образом можно построить потенциалы на основе 
5£/(1,1)-алгебры. Если исходить из генераторов К0, Ки К2 (K02—Ki2—K22= 
=q(q— l ) , g — групповой индекс) в представлении соответствующих обоб­
щенных когерентных состояний [14] (ср. с разделом 3), то можно пока­
зать, что гамильтониану 
H=k' 2K02+k2Kt2+lkk'K2 
отвечает эффективный потенциал 
<13) г-«
(
«-
1
,
Н У / 4
-
М
'"'.
, ) а
"
1
-Ит
+
«<'-')]-
sn г| sn г| L 4 J 
В предельном случае k=0 он переходит в обобщенный потенциал Пеш-
ля —Теллера [1] 
_g(g-l)+X74 A.(<Z-72)COST| 
sin2 r| sin2 ц 
а при k=l в 
T7__g(g-0+*,74 Mg-72)cM 
sh2 ц sh2 ц 
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Поскольку здесь теперь Н=К*, ясно, что предельный переход совершает­
ся в состояния сплошного спектра. 
Сделаем несколько замечаний по поводу спектров двух различных 
групповых гамильтонианов — SU(2) и *SC/(1,1) — в простейшем случае, 
когда В=0. Если q—S+l — целое, то при этом получается уравнение Ламе 
с конечнозонным потенциалом, причем низколежащие уровни энергии 
(определяющие положение щелей) являются по своему происхождению 
спиновыми, SU(l, 1)-мультиплету же принадлежат надспиновые (двукрат­
но вырожденные в соответствии с исчезновением запрещенных зон). Та­
ким образом, две существенно различные совокупности уровней энергии 
одного и того же уравнения с периодическими граничными условиями 
описываются двумя различными групповыми гамильтонианами. 
Укажем еще, что подобно тому, как это было сделано для потенциалов 
спиновой природы, замена т]=£| приводит к потенциалу SU(1,1)-типа, 
отличающемуся от (13) заменой k++k'. 
Итак, если охватить полученные результаты единым образом, исполь­
зуя комплексную ^-плоскость, получается следующее. Вещественная и 
мнимая оси отвечают спиновым эффективным потенциалам, причем в 
каждом из этих вариантов содержатся как предельные случаи и потен­
циальная яма, и периодический потенциал, рассмотренные в [12, 16] (если 
отправляться от одноосного парамагнетика, то вдоль вещественной оси 
имеем только потенциальную яму, а чисто мнимой — периодический потен­
циал). Кроме того, получается также и обобщенный потенциал Эккарта. 
Напомним также, что в пределе малых значений магнитного поля спино­
вый потенциал одноосного парамагнетика превращается в потенциал Мор­
са (точнее, в суперпозицию двух удаленных ям Морса [16]). Периодиче­
ским же потенциалам, связанным с представлениями 517(1,1)-алгебры, 
отвечает изменение х вдоль прямых, отстоящих от вещественной или мни­
мой оси на К или К\ соответственно). 
Отметим, что иной алгебраический подход на основе представлений 
SU(2) и £[/(1,1), позволивший описать свойства потенциалов Морса и 
Эккарта, был развит в [7] с использованием представления Швингера. 
Связь уравнения Ламе со спиновым гамильтонианом обсуждалась в [6, 
22, 23]. Во всех этих случаях групповой гамильтониан содержал лишь 
слагаемые, квадратичные по генераторам группы, что означает с физиче­
ской точки зрения учет только анизотропии (если речь идет о парамагне­
тике). Включение же магнитного поля, описываемого линейным членом, 
и использование обобщенных когерентных состояний позволили значитель­
но увеличить число точных решений и получить эффективные потенциалы 
с гораздо более разнообразными свойствами. 
5. ОБОБЩЕНИЯ. РАСШИРЕНИЕ ЧИСЛА ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 
И ЭФФЕКТИВНЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ 
Отметим, что полученные результаты обобщаются на случай двухос­
ного парамагнетика в произвольно направленном магнитном поле. 
В частности, если магнитное поле лежит в плоскости, проходящей через 
одну из осей анизотропии, то спин-гамильтониан будет иметь вид 
(14) H=aSz2-$Sy2+BSx+CSy. 
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Повторяя шаг за шагом рассуждения раздела 1, приходим к аналогичным 
результатам. Эффективный потенциал в уравнении Шредингера (8) 
(15) U(x) = [(B snx-Ccnx)2/A-a^S(S+l)sn2x+(a+^)B(S+ 
+i/2)cnx+a(S+i/2)Csnx](a+?>cii2x)-i 
с добавлением нового параметра С становится еще более гибким, изобилуя 
несимметричными профилями, один из которых приведен на рис. 26. 
Волновые функции стационарных состояний \р(х) связаны с состав­
ляющими представления спиновых когерентных состояний Ф формулой 
(16) 1|)пЫ=Фп'( _ = X 
J # / l /P Н 
expl г=г arctg 1 у — en x I f 
_
 1
 2Усф w а ; } 
X 
(а+ji сп2 х) S / 2 
Сохраняется все сказанное относительно соответствия спиновых и зон­
ных решений и получения точных решений. Однако уменьшается коли­
чество тех из них, для которых можно получить простые явные аналити­
ческие выражения для уровней энергии. 
При S=0 единственный спиновый уровень энергии, определяющий дно 
основной зоны, остается нулевым е0=0, а в соответствующей волновой 
функции (16) Ф0=1. При 5=72 уровни энергии основного и первого воз-
а - р _ VBZ+C2 
бужденного состоянии e0isss н • окаймляют первую щель в 4 2 
зонном спектре потенциала (15), а 
^ . ф—фо
 Л
 ф—фо
 L С 
<D0 = sm — — , <Di = cos — — , ф0 = arctg-—. 
Различные предельные переходы для потенциала (15) могут быть рас­
смотрены аналогично тому, как это было сделано в предыдущем разделе. 
В частности, отсюда можно получить несимметричные двухпараметриче-
ские (при фиксированном S) потенциалы, обнаруженные в [16]. 
Аналогичным образом можно рассмотреть спиновый квадратично-ли-
пейный гамильтониан общего вида 
H=aSz2-?>Sy2+BSx+CSy+DSz. 
Ему соответствует комплексный потенциал. 
Представляют интерес дальнейшие обобщения результатов настоящей 
работы и [16] на случай неквадратичных по генераторам гамильтониа­
нов, более сложных алгебр Ли, многочастичных систем и т. п. 
Авторы выражают благодарность В. М. Цукернику за интерес к работе 
и полезные замечания. 
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PERIODIC EFFECTIVE POTENTIALS FOR SPIN SYSTEMS AND NEW 
EXACT SOLUTIONS OF ONE-DIMENSIONAL SCHRODINGER 
EQUATION FOR ENERGY ZONES 
Zaslavsky O.B., Ulianov V.V. 
Using the technique developed in the previous paper by the authors and based on 
the representation of generalized coherent states, new effective periodic potential fields 
are found which describe rigorously stationary states of (pseudo)spin systems of the 
type of two-axis paramagnet in a magnetic field. The potentials change considerably 
depending on several parameters, in their profiles some peculiar shapes abound, of the 
type of double wells, two-hump barriers, quartuc minima or maxima, and interesting 
phenomena take place in the zones (finite-zoneness, pairing of zones, etc.). It is shown 
that spin systems are connected with (anti) coherent states with extremal energy levels 
in 2s +1 lower zones (s being the spin). On the basis of the spin-coordinate correspon­
dence obtained, new classes of exact solutions of the Schrodinger equation are found 
for the energy zones with simple explicit expressions for energy levels and wave fun­
ctions at s=0, V2, 1, 3/г, 2, 5/2, 3, 7/2, 4, 9/2, 5. The potentials are expressed in terms of 
elliptic functions and include, as particular cases, the finite-zone Lame — Eins potential, 
Eckart and Morse potentials. Effective potentials for the Hamiltonians of the SU(iA) 
group are also constructed. 
271 
ar
X
iv
:q
ua
nt
-p
h/
99
02
05
8v
1 
 1
6 
Fe
b 
19
99
Spin systems, spin coherent states and quasi-exactly solvable
models
V. V. Ulyanov1 and O. B. Zaslavskii2
Department of Physics, Kharkov State University, Svobody Sq.4, Kharkov
310077, Ukraine
E-mail addresses: 1vladimir.v.ulyanov@univer.kharkov.ua
2aptm@kharkov.ua
Spin coherent states play a crucial role in defining QESM (quasi-exactly
solvable models) establishing a strict correspondence between energy spectra
of spin systems and low-lying quantum states for a particle moving in a poten-
tial field of a certain form. Spin coherent states are also used for finding the
Wigner-Kirkwood expansion and quantum corrections to energy quantization
rules. The closed equation which governs dynamics of a quantum system is
obtained in the spin coherent representation directly for observable quantities.
Spin coherent states play a crucial role in defining QESM (quasi-exactly solvable models)
establishing a strict correspondence between energy spectra of spin systems and low-lying
quantum states for a particle moving in a potential field of a certain form. Spin coherent
states are also used for finding the Wigner-Kirkwood expansion and quantum corrections
to energy quantization rules. The closed equation which governs dynamics of a quantum
system is obtained in the spin coherent representation directly for observable quantities.
In this paper we review three somewhat unusual applications of spin coherent states: 1)
quasi-exactly-solvable models (QESM) and effective potential description of spin systems;
2)dynamics of quantum spin systems in terms of observable quantities; 3) Wigner-Kirkwood
expansion and energy quantization rules (analogue of the Bohr-Sommerfeld rules) with quan-
tum corrections, derivation not using the path integral approach; the crucial point here that
the series for quantization rules turned out to be the direct consequence of the Wigner-
1
Kirkwood expansion, so the present approach establishes the connection between two quite
different expansions. It is essential that all three points under discussion which look so
different are based on the possibility to represent the spin operators as the differential ones.
Let us consider the standard expression for a spin coherent (not normalized) state:
|ξ〉 = exp(ξS−)|S〉 =
S∑
σ=−S
√√√√ (2S)!
(S − σ)!(S + σ)!
ξS−σ|σ〉 (1)
where |σ〉 denotes the state with the Sz projection equal to σ, S± = Sx ± iSy. Then using
the commutation relation for different projections of spin operators we obtain that for any
function f of spin operators Si:
〈ξ|Sif |ξ〉 = S¨if (2)
where f = 〈ξ|f |ξ〉 and
S¨+ =
∂
∂ξ∗
, S¨− = −ξ
∗2
∂
∂ξ∗
, S¨z = −ξ
∗
∂
∂ξ∗
(3)
Another version of the representation of spin operators in terms of differential ones arises
if one uses normalized spin coherent states |~n〉 = (1 + ξξ∗)−S|ξ〉. Then, similarly to (2) we
have
〈~n|Sif |~n〉 = Sˆif (4)
where now f = 〈~n|f |~n〉. Here ~n is the unit vector whose direction is parametrized by two
angles or a complex number ξ according to ξ = tan θ
2
exp(iφ). The explicit expressions for
Sˆi are the following:
Sˆx =
S(ξ + ξ∗)
1 + ξξ∗
+ S˜x, Sˆy =
S(ξ − ξ∗)
i(1 + ξξ∗)
+ S˜y, Sˆz =
S(1− ξξ∗)
(1 + ξξ∗)
+ S¨z (5)
These expressions can be rewritten in the form
~S = S~n+
1
2
(aˆ− ibˆ), aˆ = −~n× bˆ, bˆ = ~n×∇, ∇ =
∂
∂~n
(6)
The formulas for S¨i and Sˆi play the key role in what follows.
2
I. QESM AND SPIN COHERENT STATES
Quasi-exactly solvable models is an rather unusual object in quantum mechanics which
occupies a position intermediate between exactly solvable models and models which cannot
be solved at all. At present, there are several reviews on QESM [1], [2], [3], [4], [5] made
from different viewpoints where a reader can find references to original papers and history
of discovering QESM. In the present paper we outline briefly aspects of QESM connected
with their physical realization.
Usually, the typical situation in quantum mechanics with exact solutions of the
Schro¨dinger equation is the following. (1) The expressions for wave functions and energy
levels can be found for a whole spectrum; (2) a hidden underlying algebraic structure which
makes it possible to find exact solutions has the auxiliary character which in itself has no
direct physical meaning; (3) the possibility to describe some object by a potential field which
admits exact solutions is determined by comparison with an experiment but not by inner
structure of the problem. In contrary, for QESM (1) only the part of the spectrum can
be found explicitly or implicitly from the algebraic equation of finite degree; (2)-(3) the
underlying algebraic structure (spin Hamiltonian) has direct physical meaning, so potential
description of spin systems arises because of just the spin structure itself in a rigorous sense;
that leads to the notion of an essentially new type of quasi-particle which can be called
”spinon”.
Let us consider the spin Hamiltonian
H = aijSiSj + biSi (7)
The representation for spin operators in terms of differential ones (3) enables one to obtain
for the eigenvalue problem the second order differential equation which after a simple substi-
tution and, in general, the change of variables, leads to the standard Schro¨dinger equation
with some potential. Below we discuss several examples. Let, first
H = −S2z − BSx (8)
3
that describes an uniaxial paramagnet in an transverse magnetic field. Then in the corre-
sponding Schro¨dinger equation the potential U = B2/4 sinh2 x - B(S + 1
2
) cosh x, the wave
function Ψ = Φexp[−(B
2
cosh x)] where Φ =
∑σ=S
σ=−S aσe
σx with some coefficients aσ. It fol-
lows from the form of the wave function that it decays rapidly at infinity and, therefore,
describes bound states. On the basis of the oscillation theorem it follows from the form of
the wave function that the spin energy levels coincide with the initial 2S + 1 energy levels
of the particle (”spinon”) moving in the potential under discussion. The higher levels have
nothing to do with the spin system in question. The found effective potential undergoes a
curious transformation as the magnetic field changes. For B > B0 = 2S + 1 it has the form
of a single well, for B < B0 it changes into a double well, for B = B0 it takes the form of a
well with a fourfold minimum.
Near the critical magnetic field B = B0 the potential can be approximated by a power
expansion. and represents, in fact, a quartic ahnahrmonic oscillator. Using properties of
such a system, one can show that for the paramagnet at hand the magnetic susceptibility
has a maximum at B = B0[1−γ(S+
1
2
)−2/3] where γ ∼ 1. This maximum does not disappear
in the limit S →∞ and in this sense has a pure quantum origin. Another application of the
effective potential method consists in the possibility to calculate tunnelling rates for B < B0
using well known methods of quantum mechanics (WKB, instantons, etc.). Even much more
important is that the effective potential description gives clear qualitative understanding of
what the phenomenon of spin tunnelling is and in what sense spin, which is a quantum
object of pure discrete nature, can tunnel through classically forbidden region.
It turns out that in general the effective potential describing spin systems is periodic,
spin levels corresponding to edges of energy bands. For instance, for H = αS2z − βS
2
y +BSx
the potential U is expressed in terms of elliptic functions, the condition which select spin
levels reads Ψ(x + 4K) = (−1)2SΨ(x) where K = K(k) is the complete elliptic integral of
the first kind, k =
√
β/(α+ β).
Sometimes the infinite Hilbert space of a quantum system can be divided to a set of finite
subspaces with respect to the value of some integral of motion R.Then in each subspace
4
one can introduce its own effective potential. In this sense for the Dicke spin-boson model
with H = ωa+a+ εSz − g(a
+S−+S+a) we have U = r
6−Ar4 +Br2 +Cr−2(we do not give
the values of constants for shortness). The similar potential with C = 0 corresponds to two
interacting oscillators H = ωa+a + Ωb+b + g(a+b2 + ab+2). In general, QESM demonstrate
a lot of nontrivial correspondences between spectra of quite different quantum systems.
II. DYNAMICS OF SPIN SYSTEMS
Consider the Heisenberg equation for an arbitrary operator gˆ(~S) in the case of a time-
independent Hamiltonian H
gˆ = (i/h¯)(Hˆgˆ − gˆHˆ) (9)
and average it over a spin coherent state. Then, using relations (5), (6) we obtain
g˙ = (i/h¯)Kˆg, g = 〈~n|g|~n〉, Kˆ = H(~S)− c.c. (10)
This is the closed equation for an arbitrary quantum system. In the classical limit it turns
into the equation g˙ = {Hcl, g} where {...} denote the Poisson bracket which contains deriva-
tives with respect to the component of a classical spin (magnetization) of the first order only.
The equation of motion has the same form for any quantity and the only point where the
distinction between different solution comes from is the initial condition: g(t = 0) should be
specified as a function of ~n (or ξ and ξ∗). As a matter of fact, variables which parametrize
a spin coherent state play the role of quantum generalization of Lagrange (but not Euler)
coordinates. It is remarkable that the equation under discussion is obtained directly in terms
of averages, i.e. observable quantities, so the stages of finding the wave function and the
subsequent averaging are avoided completely.
Consider the following example. Let the Hamiltonian have the form H = −BSx −DS
2
x
and D ≪ B/S. Then one can show that account for higher derivatives in the Scho¨dinger
equation gives rise to a pure quantum modulation of a classical periodic dependence: 〈S+〉 =
S sin θ exp[(i(φ− ωt)][cos τ + i sin τ cos θ)2S−1, τ = Dt/h¯, ω = B/h¯.
5
III. QUASICLASSICAL APPROXIMATION FOR SPIN SYSTEMS
Spin is essentially quantum object having a discrete nature. On the other hand, in the
classical limit a spin system is described by the classical Hamiltonian function in which the
role of natural variables is played by two angles (for each spin), e.g. variables which change
continuously. Therefore, if one is interested in constructing the analogue of the Wigner-
Kirkwood expansion in powers of S−1 the following question immediately arises: how can
these two circumstances be reconciled? The ideal tool to handle this problem is the apparatus
of spin coherent states: (1) they ensure continuous representation of a spin; (2) they minimize
the Heisenberg uncertainty relation, so they are ”the most classical states” and in this sense
are already adjusted for the description of the quasiclassical limit and finding quantum
corrections; (3) they form complete (even overcomplete set of states). Using spin coherent
states as a basis we can construct the expansion in question as the perturbation theory with
respect to derivatives according to (6). In particular, the first correction for one-particle
Hamiltonian H = f(~S) turns out to be δF = 1
4
S−1
∑
k,l 〈(δkl − nknl)(f,k,l − T
−1f,kf,l)〉 where
δkl is the Kronecker delta, f,k =
∂f
∂nk
, angular brackets indicate averaging over the classical
Gibbs distribution with the corresponding classical Hamiltonian function f(S~n), T is a
temperature.
It is remarkable that, knowing the Wigner-Kirkwood series, one may recover from it the
form of the energy quantization rules with quantum corrections without approximate solving
the Schro¨dinger equation. For the ”ordinary” quantum mechanics it was shown in [6] and
is extended now directly to spin systems.
To summarize, spin coherent states not only establish link between quantum and classical
spin systems - they even lead to such constructions which (like QESM) in themselves have
nothing to do with spin!
The work of O. Z. is supported by ISF, grant # QSU080268.
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Considered is quantum tunneling in anisotropic spin systems in a 
magnetic field perpendicular to the anisotropy axis. In the domain of 
small field the problem of calculating tunneling splitting of energy 
levels is reduced to constructing the perturbation series with 
degeneracy, the order of degeneracy being proportional to a spin 
value. Partial summation of this series taking into account terms with 
small denominators is performed and the value of tunneling splitting 
is calculated with allowance for the first correction with respect to a 
magnetic field. 
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      І.М.ЛІФШИЦЯ. – 2008.                                                                                          
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 200-летию Харьковского университета  
     Серия воспоминаний об ученых-физиках 
 1. В.В.Ульянов 
     И Л Ь Я  М И Х А Й Л О В И Ч  Л И Ф Ш И Ц. – 2001,2007(+DVD). 
 2. А.М.Ермолаев, В.В.Ульянов 
     М О И С Е Й    И С А А К О В И Ч    К А Г А Н О В. – 2001.                              
 3. В.В.Ульянов. ЛЕВ  ЭЛЕАЗАРОВИЧ  ПАРГАМАНИК. – 2002. 
 4. В.Г.Песчанский, В.В.Ульянов 
     Л Е О Н И Д    С Т Е П А Н О В И Ч    Г У Л И Д А. – 2002. 
 5. В.В.Ульянов 
     Б О Р И С   И Е Р Е М И Е В И Ч   В Е Р К И Н. – 2002. 
 6. А.М.Ермолаев, В.В.Ульянов 
     А Р Н О Л Ь Д   М А Р К О В И Ч   К О С Е В И Ч. – 2002.                                 
 7.В.В.Ульянов 
     В И К Т О Р    М О И С Е Е В И Ч    Ц У К Е Р Н И К. – 2002. 
 8. А.М.Ермолаев, В.В.Ульянов 
     ВАЛЕНТИН  ГРИГОРЬЕВИЧ  П Е С Ч А Н С К И Й. 2002.                               
 9. А.М.Ермолаев, В.В.Ульянов 
     Э М А Н У И Л   А Й З И К О В И Ч   К А Н Е Р. – 2002. 
10. А.М.Ермолаев, Ю.П.Степановский, В.В.Ульянов 
      А Л Е К С А Н Д Р   И Л Ь И Ч   А Х И Е З Е Р. –  2002. 
11. В.В.Ульянов 
      АНДРЕЙ  ВЛАДИМИРОВИЧ  Ж Е Л Е Х О В С К И Й. – 2003. 
12. В.Г.Песчанский, В.В.Ульянов 
      В Л А Д И М И Р   П Е Т Р О В И Ч   Г А Л А Й К О. – 2003. 
13. А.М.Ермолаев, В.В.Ульянов 
      И Г О Р Ь   И В А Н О В И Ч   Ф А Л Ь К О. – 2003. 
14. Г.И.Рашба, В.В.Ульянов 
      АЛЕКСАНДР  МИХАЙЛОВИЧ  Е Р М О Л А Е В. –2003. 
15.  
16. А.М.Ермолаев, В.В.Ульянов 
      О Л Е Г   И В А Н О В И Ч   Л Ю Б И М О В. – 2005. 
17. В.В.Ульянов. Л А Н Д А У   В   Х А Р Ь К О В Е. –  2008. 
18. В.В.Ульянов. ВОСПОМИНАНИЯ ФИЗИКА-ТЕОРЕТИКА. Ч.1. –     
     2008. 
19. В.В.Ульянов. К 95-ЛЕТИЮ Л.Э.ПАРГАМАНИКА. –  2009 (CD). 
20. В.В.Ульянов. ЛАНДАУ  В  ХАРЬКОВЕ (2-е изд., доп.). –  2010.  
21. А.М.Ермолаев, В.В.Ульянов. М.И.КАГАНОВ  В  ХГУ. – 2011.  
22. В.В.Ульянов. К 90-ЛЕТИ анова. –  2011 (CD).   Ю М.И.Каг
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К 200-летию Харьковского университета 
       Серия воспоминаний о Детях физмата 
1. В.В.Ульянов. АНАТОЛИЙ  ИВАНОВИЧ  ШАРАПОВ. – 2002, 2007. 
2. В.В.Ульянов. Н А   У Н И В Е Р С И Т Е Т С К О Й. – 2002, 2007. 
3. В.В.Ульянов. А Н А Т О Л И Й    Г А В Р И Л О В И Ч     
    К Л А Д К О В О Й (М о й  д р у г  Т о л ь к а). – 2002, 2007(CD). 
4. ЛЕГЕНДЫ И БЫЛИ СТАРОГО ФИЗМАТА    
    Ч.I. Сборник рассказов. Агафонова Н.Ф., Дзюба А.С.,  
    Перваков В.А., Сизова З.И., Ульянов В.В., Шарапов А.И. - 2002. 
    Ч. I I. Сборник рассказов. Агафонова Н.Ф., Бляшенко Г.С.,  
    Гапон Э.В, Иванов И.Г., Кондратьев Б.В., Мерисов Б.А.,  
    Ульянов В.В., Хижковый В.П., Шарапов А.И. -  2002. 
    Ч.I I I. Сборник рассказов. Агафонова Н.Ф., Бляшенко Г.С., 
    Козинец В.В., Кондратьев Б.В., Николаев Г.Т.,  
    Ульянов В.В.,Шарапов А.И.- 2002. 
    Ч.IV. Сборник рассказов. Бляшенко Г.С., Гребенник И.П.,  
    Мерисов Б.А., Ульянов В.В., Чебанова Т.С. -  2002. 
    Ч.V. Сборник рассказов. Бляшенко Г.С., Валиев Б.М.,  
    Гребенник И.П., Мерисов Б.А.,  Сизова З.И., Ульянов В.В. - 2002. 
    Ч.VI. Сборник рассказов. Барьяхтар В.Г., Гребенник И.П.,  
    Креснин А.А.,  Манжелий В.Г., Пустовалов В.В.,  
    Рофе-Бекетов Ф.С., Ульянов В.В., Яцук К.П. - 2003. 
    Ч.VII. Сборник стихов. Николаев Г.Т., Рогинкина Н.А.,  
    Рофе-Бекетов Ф.С.,  Сизова З.И., Степановский Ю.П.,  
    Ульянов В.В., Шарапов А.И. - 2003. 
    Ч.VIII. Сборник рассказов. Гребенник И.П., Тартаковский В.К.,    
    Ульянов В.В., Яцук К.П. - 2003. 
    Ч.IХ. Сборник рассказов. Бляшенко Г.С., Гребенник И.П.,  
    Пустовалов В.В., Ульянов В.В.,  Яцук К.П. - 2003.. 
    Ч.Х. Сборник рассказов.  Гребенник И.П., Ульянов В.В.,  
    Хижковый В.П., Яцук К.П. - 2003.  
    Ч.ХI. Сборник стихов. Бирюков В.Я., Кан Я.С., Николаев Г.Т.,  
    Рофе-Бекетов Ф.С., Ульянов В.В., Шарапов А.И., Яцук К.П.,  
    Яцук Л.П. - 2003.  
    Ч.ХII. Сборник рассказов. Боярский Л.А., Гребенник И.П.,  
    Малеев В.Я., Пустовалов В.В., Ульянов В.В., Чебанова Т.С. - 2004. 
    Ч.ХIII. Сборник рассказов. Ковинько Н.М., Мазель Е.З.,         
    Ривкина Э.М., Розенберг В.Я., Тартаковский В.К., Ульянов В.В.,   
    Шарапов А.И. - 2008. 
    Ч.ХIV. Сборник стихов. Бирюков В.Я., Евланов М.В., Кан Я.С.,   
    Николаев Г.Т., Рогинкина Н.А., Рофе-Бекетов Ф.С., Сизова З.И.,   
    Степановский Ю.П., Таранова Г.М., Ульянов В.В., Шарапов А.И.,  
    
   Ч.ХV. Сборник рассказов. Креснин А.А., Ульянов В.В.,  
Яцук К.П.,  Яцук Л.П. - 2009. 
    Федченко Л.Ю., Хайтман Е.Н., Яровая Р.Г. - 2009. 
    Ч.ХVI. Сборник рассказов. Рофе-Бекетов Ф.С., Татарченко Л.П.,     
     Ульянов В.В. – 2009. 
5. В.В.Ульянов. КАК МЫ ПРАЗДНОВАЛИ 50-ЛЕТИЕ 
    ОКОНЧАНИЯ УНИВЕРСИТЕТА (+CD). – 2007.                                                 
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К 200-летию Харьковского университета 
     Серия воспоминаний о жизни в ХХ веке 
  1. В.В.Ульянов. Д  О    В  О  Й  Н  Ы  (1934-1941). – 2002.    
  2. В.В.Ульянов. В  О  Е  Н  Н  Ы  Е    Г  О  Д  Ы   (1941-1945). – 2002. 
  3. В.В.Ульянов. В    Ш  К  О  Л  Е   (1945-1952). – 2002. 
  4. В.В.Ульянов 
      Р А С С К А З Ы   О  ЛЕТНЕМ  ОТДЫХЕ  (1934-1950). – 2003. 
  5. В.В.Ульянов 
      Р А С С К А З Ы   О  ЛЕТНЕМ  ОТДЫХЕ  (1951-1954). – 2003. 
  6. В.В.Ульянов, И.П.Ульянова 
      Р А С С К А З Ы   О  ЛЕТНЕМ  ОТДЫХЕ  (1955-1957). – 2003. 
  7. В.В.Ульянов, И.П.Ульянова 
      Р А С С К А З Ы   О  ЛЕТНЕМ  ОТДЫХЕ  (1958-1961). – 2003. 
  8. В.В.Ульянов.    Д  В  А    Д  Н  Я    В    А  Л  У  Ш  Т  Е. – 2003.  
      (Волейбольные грёзы) 
  9. В.В.Ульянов.    Д  В  А  Д  Ц  А  Т  Ы  Й    Д  О  М. – 2003. 
10. В.В.Ульянов.    5  0    Л  Е  Т    С  П  У  С  Т  Я. – 2003. 
11. В.А.Ульянов 
      ВОСПОМИНАНИЯ  ДЕТСТВА  И  ЮНОСТИ. – 2003. 
12. В.А.Ульянов. МОЯ  ПОЕЗДКА  В  США  И  ОБРАТНО. – 2003. 
13. В.А.Ульянов. С Т Р А Н И Ч К И   Ж И З Н И. – 2003. 
14. В.В.Ульянов 
      Р О Д О С Л О В Н А Я   Н А Ш Е Й   С Е М Ь И. – 2004. 
15. В.В.Ульянов. П О Л В Е К А  В  У Н И В Е Р С И Т Е Т Е. – 2004. 
16. В.В.Ульянов, И.П.Ульянова 
      Р А С С К А З Ы О ЛЕТНЕМ ОТДЫХЕ  (1962-1967)+CD. – 2006. 
17. В.В.Ульянов.ПОЛВЕКА В УНИВЕРСИТЕТЕ(2-е изд., доп.).– 2007. 
18. В.В.Ульянов. ВИКТОР ЕВГЕНЬЕВИЧ РУБАНОВИЧ(+CD). – 
2008. 
19. В.В.Ульянов. НОВОЕ  О  ПУШКИНЕ  И  ГОГОЛЕ. – 2009 (CD). 
20. В.В.Ульянов. ИЗДАНИЯ. ВЫСТАВКА КНИГ. – 2009 (CD). 
21. Н.В. и И.П.Ульяновы. ЧЕРНОГОРИЯ. ИЮЛЬ 2009. – 2009 (CD). 
22. Н.В.Ульянов, И.П.Ульянова. ПО ЮГУ ЕВРОПЫ. – 2009 (CD). 
23. В.В.Ульянов. К 150-ЛЕТИЮ А.П.ЧЕХОВА. – 2010 (CD). 
24. В.В.Ульянов. К 170-ЛЕТИЮ П.И.ЧАЙКОВСКОГО. – 2010 (CD). 
25. Н.В. и И.П.Ульяновы. БОЛГАРИЯ И РУМЫНИЯ. – 2010 (CD). 
26. В.В. и Н.В.Ульяновы. МИСХОР – АВГУСТ 2010. – 2010 (CD). 
27. В.В.Ульянов. К 110-летию В.А.Ульянова.Рисунки отца.–2011(CD). 
28. В.В.Ульянов.АНАТОЛИЙ ПАВЛОВИЧ ЗАВАЛИШИН.–2011(CD). 
29. В.В.Ульянов 
      М О Я   М У З Ы К А Л Ь Н А Я   И С Т О Р И Я (+DVD). – 2011. 
30. В.В.Ульянов, И.П.Ульянова 
      Р А С С К А З Ы   О  ЛЕТНЕМ  ОТДЫХЕ  (1968-1973)+DVD. –  
     2011.                                                     
                       
                        
                                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
